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Аннотация. Исследовано частное решение в виде бегущей волны линеаризо-
ванной системы уравнений движения крови в кровеносном сосуде. Рассмотре-
на зависимость скорости прямой, отраженной от бифуркации и результирую-
щей пульсовых волн от времени в достаточно широком диапазоне параметров, 
определяющих переменность физико-механических свойств кровеносного со-
суда с учетом различного рода патологий. Показано, что пульсовая волна, от-
раженная от бифуркации ригидных сосудов, возвращается раньше – не в диа-
столу, а в систолу, при этом амплитуда ее скорости существенно возрастает. 
Установлено, что аналогичная ситуация имеет место и с ростом объема депо-
нированной после отражения пульсовой волны крови. Выявлены особенности 
результирующей пульсовой волны в виде колебаний скорости в период систо-
лы, связанные с ригидностью сосудов и ростом объема депонированной крови. 

Ключевые слова: прямая и отраженная пульсовая волны, линеаризованная сис-
тема уравнений Навье – Стокса, решение типа бегущей волны, скорость и фаза 
отраженной пульсовой волны, аортальная жесткость, ригидность сосудов после 
бифуркации, объем депонированной крови после отражения пульсовой волны. 
 
Abstract. The particular resolving in the form of a traveling wave of linearized equa-
tions of blood motion in a blood vessel was studied. The dependence of the direct, 
reflected from the bifurcation, and the resulting pulse waves from the time over the 
wide range of parameters that determine the variability of blood vessel's physical 
and mechanical properties, taking into account various kinds of pathologies was 
evaluated. It was shown, that pulse wave, reflected from the bifurcation of rigid ves-
sels, returns earlier – not in diastole, but in systole, while the amplitude of its veloc-
ity increases significantly. It was established, that the analogical situation take place 
also in case of volume increasing of the blood deposited after pulse wave reflection. 
The features of the resulting pulse wave in form of velocity oscillations during sys-
tole associated with vessel's rigidity and increasing the blood deposited volume, 
were identified. 

Keywords: direct and reflected pulse wave, the Navier – Stokes linearized equations, 
the resolving kind of traveling wave, velocity and phase of the reflected pulse wave, 
aortic stiffness, rigidity of blood vessels after bifurcation, the amount of deposited 
blood after pulse wave reflection. 

Введение 

В настоящее время известны два механизма влияния эластических 
свойств артериальной системы на артериальное давление (АД) [1]. Первый 
обеспечивается сердечным выбросом из левого желудочка (ЛЖ) в аорту.  
В неизмененной эластичной аорте часть крови «задерживается», ударный 
объем при этом несколько уменьшается. При увеличении аортальной жестко-
сти снижение количества задерживаемой крови ведет к повышению систоли-
ческого АД (САД). Диастолическая отдача при этом уменьшается, приводя  
к снижению диастолического АД (ДАД). 
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Второй механизм представляет собой взаимодействие прямой и отра-
женной пульсовых волн (ПВ). В систему из ЛЖ в аорту выбрасывается волна 
давления, которая распространяется по всей артериальной системе. В местах 
сужений и разветвлений артерий эта волна отражается и в случае эластичных 
сосудов возвращается в восходящую аорту в период диастолы, обеспечивая 
тем самым ДАД и усиливая коронарную перфузию. В ригидных артериях 
скорость ПВ увеличивается, и отраженная волна возвращается раньше – не  
в диастолу, а в систолу. Это приводит к повышению пикового и конечного 
систолического давления в восходящей аорте, что вызывает увеличение пост-
нагрузки на ЛЖ и усиление потребления миокардом кислорода. Смещение 
«возвращения» отраженной ПВ способствует дальнейшему снижению ДАД. 
Необходимо отметить, что гемодинамике сосудов посвящается немало работ 
(см. например [2–6]). Однако в большинстве из них при анализе эксперимента 
обычно используются численные методы, обладающие хорошо известными 
недостатками, наиболее существенный из которых – отсутствие возможности 
исследования свойств прямой и отраженной ПВ в широком диапазоне акту-
альных параметров. 

В настоящей работе в рамках использованных приближений предпри-
нята попытка аналитического подхода к изучению взаимодействия прямой и 
отраженной ПВ, а также к исследованию влияния аортальной жесткости, ри-
гидности сосудистого русла вблизи бифуркации аорты, объема депонирован-
ной после отражения ПВ крови на параметры результирующей ПВ. 

1. Постановка краевых задач для прямой и отраженной ПВ 

Для описания ПВ будем использовать классические методы гидроди-
намики применительно к сердечно-сосудистой системе человека. С позиций 
классической гидродинамики движение любой реальной среды описывается 
уравнением Навье – Стокса, которое в совокупности с уравнениями нераз-
рывности, состояния и баланса тепла образуют замкнутую систему [7–9]. Ре-
шение такой системы в общем виде сопряжено с принципиальными матема-
тическими трудностями. Однако, как будет показано ниже, в ряде конкрет-
ных случаев удается получить аналитическое решение. 

В работе [2] сформулированы условия, при которых возможна линеари-
зация уравнений указанной выше системы. В результате при условии термо-
статирования и справедливости гипотезы квазистационарности имеем линеа-
ризованный вариант уравнений Навье – Стокса [2]: 
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где 2
0/( )Q r    – средняя скорость в сечении r0 при заданном расходе среды 

Q;   пр 0 0/ 1 2 / ·Е Е r Е    ;  / 1 –Е Е    – модуль упругости материала 

стенки; ν – коэффициент Пуассона; β0 – сжимаемость среды в трубке; δ – 
толщина стенки; P – осредненное давление по сечению сосуда; λ – коэффи-
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циент гидравлического сопротивления в формуле Дарси – Вейсбаха, который 
можно определить по двум главным параметрам шероховатости стенки труб-
ки и числу Рейнольдса Re [10]; ρ0 – плотность крови. 

Необходимо отметить, что  пр 0 0, , ,Е f Е r    определяет изменение 

физико-механических свойств сосуда с учетом различного рода патологий 
[2]. При этом линеаризованная система уравнений (1) может быть использо-
вана для анализа режима кровотока в сосудах любого типа и позволяет моде-
лировать различные возможные патологии.  

Обратимся к решению системы уравнений (1). Продифференцируем 
обе части второго уравнения системы (1) по x: 
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Дифференцируя обе части первого уравнения системы (1) по t, получим 
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Используя (2) и (3), получим нелинейное уравнение, определяющее за-
висимость υ(x, t): 
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где пр 0 0/ ; /(2 ).b E a r     

Введем новые переменные τ = at и 1 2z a b x   , тогда уравнение (4) 
примет следующий вид: 
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Путем непосредственной подстановки нетрудно убедиться, что одним 
из частных решений уравнения (5) является решение типа бегущей волны: 
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где С1 и С2 – произвольные постоянные. 
Соотношение (6) описывает прямую ПВ. Для исследования зависимо-

сти скорости ПВ от времени необходимо определить С1 и С2, т.е. задать соот-
ветствующие краевые условия, которые мы выбираем в виде 
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где 

 1
sin , если sin 0,

( )
0, если sin 0,

t t
f t

t

  
   

  (8) 

здесь 2 /( );s dt t    ts и td – время систолы и диастолы соответственно; 
2 1 1

2 1 0 1( ) ( ) ; 9,2 м ;f x x x с        x0 = 0,07 м.  

На рис. 1 схематично представлены графики функции υ0 · f1(t) (рис. 1,а) 
и f2(x) (рис. 1,б). 
 

а) б) 

Рис. 1. Краевые условия для функции υ(x,t):  
а – граничное условие; б – начальное условие (взято из работы [6]) 

 
Таким образом, для определения С1 и С2 мы имеем систему двух транс-

цендентных уравнений (7), которая может быть решена только численно.  
В случае отраженной ПВ формула (6) перепишется в виде 

 
1 2

3 3 42

( )
( , ) 2

1
R

a b x at
x t C th C C

          
   

.  (9) 

Соответствующие краевые условия запишутся как 

 1 3

2

( , ) ( ),

( ,0) ( ),
R

R

l t f t

x f x

   
 

  (10) 

где l – длина сосуда, 
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Для определения скорости υ1 и фазы φ отраженной ПВ рассмотрим про-
стейшую модель неупругого отражения ПВ от бифуркации сосуда. Используя 
второй закон Ньютона и формулу для работы силы давления, получим 
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где 0/m m   ; m0 – Δm – масса депонированной крови после отражения ПВ; 

m0 – масса крови до отражения ПВ; γ = Δυ / υ0; Δυ – скорость потока крови 

после бифуркации; n – число разветвлений вблизи бифуркации; 2
1 0S r   – 

площадь поперечного сечения сосуда, по которому распространяется ПВ;  
Δr – радиус сосуда в разветвлении; P – давление. 

Как и в случае (7), система уравнений (10) является системой трансцен-
дентных уравнений и может быть решена относительно C3 и C4 только чис-
ленно. 

2. Анализ взаимодействия прямой и отраженной ПВ 

Рассмотрим влияние аортальной жесткости на скорость ПВ. На рис. 2,а 
представлена зависимость скорости прямой (верхняя часть рис. 2,а) и отра-
женной (нижняя часть рис. 2,а)  
 

 
а) 

 
б) 

Рис. 2. Зависимость скорости ПВ от времени для β = 0,3, γ = 1,1, υ0 = 6 м/с, 
* 6 2 4 4 2
пр 1 0 0,2 м, 10 Н м , 2 10 Па, 2 10 м , 0,04 кг,l Е Р S m        4

010 м, 10мr r   :  

а – в верхней части рисунка – прямая ПВ, в нижней части – отраженная ПВ;  
б – результирующая ПВ 
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Пульсовая волна от времени в условиях депонированной после отраже-
ния ПВ крови составляет 70 % при примерно одинаковой ригидности сосуда, 
по которому распространяется ПВ, и сосудов после бифуркации. В этом слу-
чае имеет место идеальная ситуация: отраженная ПВ приходит в диастолу 
(см. рис. 2,а), как в норме. На рис. 3,а изображена такая же зависимость, 
только для случая более высокой ригидности. 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 3. Зависимость скорости прямой (верхняя часть рис. 3),  
отраженной (нижняя часть рис. 3,а) и результирующей ПВ (рис. 3,б)  

от времени для случая более высокой аортальной ригидности Епр = 107 Н/м2 
 
Из сравнения рис. 2,а и рис. 3,а видно, что, как и следовало ожидать,  

с ростом ригидности сосуда амплитуда скорости ПВ возрастает, чем обеспе-
чивается первый механизм влияния эластических свойств артериальной сис-
темы на АД, рассмотренный во введении данной статьи. На рис. 4,а изобра-
жена та же зависимость, что и на рис. 2,а, только для случая, когда скорость 
ПВ оказывается в два раза больше (высокая ригидность сосуда).  
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а) 

 
б) 

Рис. 4. Зависимость скорости прямой (верхняя часть рис. 4,а),  
отраженной (нижняя часть рис. 4,а) и результирующей ПВ (рис. 4,б)  

от времени для случая, когда скорость прямой ПВ увеличилась в 2 раза υ0 = 12 м/с 
 
Можно видеть (см. рис. 4,а), что в этом случае отраженная ПВ прихо-

дит в систолу, что обеспечивает второй механизм влияния эластических 
свойств артериальной системы на АД, рассмотренный во введении. Следует 
отметить существенное влияние на скорость отраженной ПВ ригидности со-
судов после бифуркации, определяемую параметром γ = Δυ/υ0. На рис. 2 мы 
имеем практически идеальную ситуацию (результирующая волна, представ-
ленная на рис. 2,б, является «идеальной синусоидой» при γ = 1,1). С ростом 
параметра γ ситуация, как видно из рис. 5, кардинально меняется: отраженная 
ПВ приходит в систолу, а не в диастолу, как в норме. И, наконец, выясним 
роль параметра 0/m m   , который определяет объем депонированной кро-

ви после отражения ПВ. Как видно из сравнения рис. 5 и 6, параметр β также 
оказывает влияние на «смещение» ПВ и ее амплитуду скорости после отра-
жения.  
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а) 

 
б) 

Рис. 5. Влияние параметра γ на зависимость скорости прямой  
(верхняя часть рис. 5,а), отраженной (нижняя часть рис. 5,а)  

и результирующей ПВ (рис. 5,б)  
от времени β = 0,3, γ = 1,26, l = 0,2, Епр = 106 Н/м2 

 
Таким образом, второй механизм влияния эластических свойств арте-

риальной системы на АД может быть дополнен с учетом влияния параметров 
γ и β: ПВ, отраженная от бифуркации ригидных сосудов, возвращается раньше – 
не в диастолу, а в систолу, при этом амплитуда ее скорости существенно воз-
растает. С ростом объема депонированной после отражения ПВ крови проис-
ходит смещение отраженной ПВ в систолу и рост амплитуды ее скорости. 

Из рис. 4,б–6,б видно, что смещение ПВ существенно влияет на пара-
метры результирующей ПВ. Рост ригидности сосуда, как видно из рис. 4,б, 
может приводить к изменению направления скорости результирующей ПВ  
в период систолы за счет роста амплитуды скорости отраженной ПВ (рис. 4,а). 
В меньшей степени подобные колебания скорости результирующей ПВ име-
ют место в случае ригидности сосудов после бифуркации, которая определя-
ется величиной параметра γ (см. рис. 5,б). 
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а) 

 
б) 

Рис. 6. Влияние параметра β на смещение ПВ: а – в верней части рисунка –  
прямая ПВ, в нижней части – отраженная ПВ; б – результирующая ПВ;  

β = 0,1, γ = 1,1, l = 0,2, Епр = 106 Н/м2 
 

С ростом объема депонированной после отражения ПВ крови амплиту-
да колебаний скорости результирующей ПВ в систоле значительно возрастает 
(см. рис. 6,б). В заключение отметим, что рассмотренные выше патологии 
стенок сосуда заметно сказываются на параметрах отраженной и результи-
рующей ПВ. В этой связи необходима разработка методов измерения данных 
параметров, которые в сочетании с теоретическими результатами позволят 
проводить эффективные оценки состояния сосудов. 
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